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Re´sume´ :
Le contexte de cette e´tude est de pre´dire le gonflement de fuˆts d’enrobe´s de bitume dans lequel sont
me´lange´s des sels radioactifs (60% en masse de bitume + 40% en masse de sels). La radioactivite´
ge´ne`re une production volumique uniforme de dihydroge`ne par radiolyse des chaines aliphatiques. Ce
taux de cre´ation de gaz s’effectue sur des e´chelles de temps tre`s grandes (plus de cent ans). Il a e´te´
montre´ que le bitume est un fluide a` seuil, c’est pourquoi ces travaux proposent d’aborder l’influence du
seuil sur la cine´tique d’e´volution d’une population de bulles. Dans cette e´tude, on montre que le seuil
dans la matrice compose´e de bulles induit des retards et modifie les seuils d’instabilite´, typiquement
pour le muˆrissement, qui suit un phe´nome`ne d’hyste´re´sis.
Abstract :
The context of this study is to predict the swelling of bitumen drums in which radioactive salts are
mixed (60% wt of bitumen and 40% wt of salts). Radioactivity generates uniform volume production
of hydrogen by radiolysis of bitumen chains. The creation rate of gas occurs on very large time scales
(more than a hundred years). It has been shown that bitumen is a yield stress fluid, therefore this work
proposes to study the influence of the yield stress on the kinetic evolution of a bubble population. In
this study, we show that the yield stress in a matrix containing bubbles induces delays and modifies
the instability thresholds, typically for ripening, which follows a hysteresis phenomenon.
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1 Introduction
De nombreux mate´riaux se comportent comme un solide lorsque la contrainte qu’on leur applique est
infe´rieure a` une certaine valeur : le seuil d’e´coulement, et s’e´coulent comme un fluide lorsqu’on leur
impose une contrainte supe´rieure a` cette valeur. C’est notamment le cas des bitumes [4]. L’influence
du seuil a e´te´ e´tudie´e sur la migration de bulles [1], ainsi que sur la croissance d’une bulle isole´e [9].
De meˆme, l’e´volution d’une population de bulles est connue [6], mais pas dans un fluide a` seuil de
type Bingham. C’est pourquoi ces travaux proposent d’aborder l’influence du seuil sur la cine´tique
d’e´volution d’une population de bulles. Dans un premier temps, on dressera les hypothe`ses du mode`le
en terme de parame`tres physiques, ge´ome´triques, rhe´ologiques. Puis on s’inte´ressera au cas particulier
d’une bulle isole´e pour finir sur une population de bulles. L’effet du seuil est ensuite discute´.
2 Hypothe`ses
On conside`re un domaine (fuˆt, de hauteur h ∼ 1 m) occupe´ par le milieu (fluide de Bingham de
viscosite´ η = 106 Pa.s et de seuil τs = 20 Pa). Les sels pre´sents ont une taille maximale de l’ordre
de Rsel = 10
−5 m et sont conside´re´s jouer le roˆle de sites de germination. On dissout un gaz a` la
concentration c [kg.m−3] et, dans une premie`re analyse, on convient du sce´nario-type suivant [3] :
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- on se place dans le cas ou` la pression autour du domaine est constante et vaut p∞ [Pa],
- l’auto-irradiation ge´ne`re dans le fluide un de´bit de dose d’hydroge`ne c˙0 [kg.m−3.s−1] constant au
cours du temps,
- la limite de solubilite´ cs vaut 4.5 10−3 kg.m−3
- lorsque la concentration de´passe suffisamment la limite de solubilite´ cs, un certain nombre de germes
de bulles peuvent croˆıtre,
- on conside`re que toutes les bulles sont sphe´riques, leur rayon est note´ R,
- la pression pi dans un germe induit une croissance hydrodynamique,
- le transfert de masse induit une croissance diffusive,
- une phase de muˆrissement intervient si les plus grandes bulles appauvrissent en gaz dissout l’envi-
ronnement direct de plus petites bulles [2][8],
- le fluide est incompressible,
- la diffusion est isotrope et constante, le coefficient de diffusion est note´ D [m2.s−1]
- le champ de vitesses dans le fluide autour d’une bulle en croissance est purement radial.
3 Croissance individuelle d’une bulle
3.1 Croissance hydrodynamique
Nous e´tudions dans un premier temps la croissance d’une bulle sphe´rique en faisant l’hypothe`se de
syme´tries selon θ et φ. La matrice des contraintes se re´duit a` une matrice diagonale a` deux inconnues
σrr et σθθ car σθθ = σφφ.
Dans le cas d’un fluide a` seuil de type Bingham de viscosite´ η et de contrainte seuil τs, la loi de
comportement du fluide est :
ε˙ = 0 si ‖τ‖ < τs (1)
ε˙ =
(
1− τs‖τ‖
) [τ ]
2η si ‖τ‖ ≥ τs (2)
avec ‖τ‖ = √2τijτij , ici ‖τ‖ =
√
3|τrr|, τ e´tant la partie de´viatorique de la matrice des contraintes σ.
On supposera que la bulle croˆıt (respectivement de´croˆıt) lorsque le seuil est atteint a` sa surface. On
obtient alors :
4η R˙
R
= (pi − p∞)− 2γ
R
−
√
3τs
3 si ‖τ‖ ≥ τs et R˙ > 0 (3)
4η R˙
R
= (pi − p∞)− 2γ
R
+
√
3τs
3 si ‖τ‖ ≥ τs et R˙ < 0 (4)
R˙ = 0 si ‖τ‖ < τs (5)
γ e´tant la tension de surface bitume/dihydroge`ne.
3.2 Croissance diffusive
L’existence d’un gradient de concentration dans le fluide autour d’une bulle engendre des me´canismes
de diffusion couple´s a` la convection lie´e a` la croissance de la bulle. L’e´quation de convection-diffusion
s’e´crit :
∂c(r, t)
∂t
+ u(r, t)∂c(r, t)
∂r
= ra +D
1
r2
∂
∂r
(
r2
∂c(r, t)
∂r
)
(6)
ou` ra est le terme source, c(r) la concentration en gaz dissous a` une distance r du centre de la bulle,
et cR la concentration a` l’interface d’une bulle de rayon R.
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La condition limite est donne´e par le bilan de masse de gaz dans la bulle :
1
3
∂
∂t
(
cR(t)R(t)3
)
= R(t)2D ∂c(r, t)
∂r
∣∣∣∣
R(t)
(7)
On conside`re de plus un milieu dilue´ ou` la concentration a` l’infini vaut c (concentration moyenne).
4 Adimensionnement des e´quations
Les grandeurs suivantes sont introduites :
Rε =
γ
p∞
; θh =
4η
p∞
; θd =
R2ε
D
; s = c(r)
cs
; x = r
Rε
s = c
cs
; ρ = R
Rε
; β =
√
3τs
3p∞
; si =
cR
cs
= Hpi
Hp∞
; ε = s− 1 (sursaturation)
H e´tant la constante de la loi de Henry.
Typiquement, on obtient Rε = 3.10
−2
105 = 3 10
−7 m, θh = 4.10
6
105 = 40 s, θd =
9.10−14
4.10−12 = 2 10
−2 s,
β = 343.105 = 1.1 10
−5 s, s˙ = 10−8 s−1.
On obtient alors les e´quations adimensionne´es respectives suivantes pour la croissance hydrodyna-
mique, la croissance diffusive et le bilan de masse dans la bulle
θhρ˙ = ρ(si − 1)− 1− ρβ (8)
θd
∂s
∂t
= 1
x2
∂
∂x
(
x2
∂s
∂x
)
(9)
d
dt
(
ρ3si
)
= 3
θ d
ρ2
∂s
∂x
∣∣∣∣
ρ
(10)
Figure 1 – Evolution du rayon d’une bulle au cours du temps
On montre, avec les valeurs de Rε, θh et θd du proble`me, que la croissance est tre`s vite domine´e par le
terme s. Autrement dit, que ρ˙ = f(ρ, ε, β) peut eˆtre explicite´ par la solution diffusive pure. La figure 1
montre la confirmation de cette hypothe`se via la re´solution du proble`me couple´. Lorsque la croissance
est re´gie par la diffusion, l’e´quilibre me´canique est satisfait en chaque instant (la me´canique s’e´quilibre
plus vite que le transfert de masse) et il est conside´re´ comme statique (ρ(si−1)−1−ρβ << 1, relation
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homologue a` celle de Gibbs-Thomson line´arise´e [7]). On arrive a` un syste`me ou` les bulles peuvent
croˆıtre, de´croˆıtre, ou rester immobiles selon la taille qu’elles ont :
ρ˙ = 1
ρ
(
1 + ε
1 + 1ρ + β
− 1
)
si ρ ≥ 1
ε− β (11)
ρ˙ = 1
ρ
(
1 + ε
1 + 1ρ − β
− 1
)
si ρ ≤ 1
ε+ β (12)
ρ˙ = 0 si 1
ε+ β < ρ <
1
ε− β ‘ (13)
L’e´volution d’une population de bulles est alors donne´e par l’e´quation de continuite´ :
∂f(ρ, t)
∂t
+ ∂
∂ρ
(ρ˙(t)f(ρ, t)) = 0, (14)
ou` l’e´volution de la sursaturation est donne´e par une hypothe`se de champ moyen [2]
ε = ε0 + s˙t− 4pi3
∫ ∞
0
ρ3(f(ρ)− f0(ρ))si(ρ)dρ (15)
L’e´volution individuelle d’une bulle dans un fluide sans seuil que nous obtenons est contenue dans
l’enveloppe attendue [5]. Nous constatons une croissance diffusive pre´ce´de´e par un temps d’induction
propre a` la croissance hydrodynamique, mais celle-ci est ne´gligeable, comme le montre la figure 1. C’est
pourquoi nous e´tudions ensuite l’e´volution d’une population de bulles en conside´rant uniquement leur
croissance diffusive.
5 Re´sultats et discussion
5.1 Impact de la pre´sence d’un seuil
La population initiale f0 est une distribution de rayon moyen ρ = 5. Comme le montre la figure 2, pour
une e´volution dans un fluide sans seuil, la population initiale s’e´largit et le volume moyen des bulles
croˆıt avec le temps. Ceci est la signature d’une e´volution de population par muˆrissement d’Ostwald
[6], ce qui signifie que, dans notre cas, le muˆrissement est dominant sur le terme source. Dans le cas
contraire, on aurait observe´ un affinement de la distribution au cours du temps.
Figure 2 – Evolution d’une population de bulles au cours du temps pour un seuil nul
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Si on rajoute un seuil d’e´coulement dans le fluide, l’e´volution de la population est modifie´e. Plutoˆt
que d’avoir un seul pic de distribution de bulles, la population va eˆtre scinde´e en deux. Les bulles plus
grosses qu’une taille critique vont croˆıtre et les tre`s petites bulles vont mourir de manie`re analogue
au cas d’un fluide sans seuil. Par contre la diffe´rence concerne une certaine gamme de rayons pour
lesquels les bulles vont eˆtre fige´es. Ces bulles sont trop petites pour croˆıtre et trop grosses pour se
refermer, voir e´quation (13). Elles sont en quelque sorte pie´ge´es par le seuil et vont constituer un
volume mort de gaz. On a une distribution continue des petites bulles vers les grosses, les deux pics
de distribution ne sont pas isole´s l’un de l’autre (figure 3). La population sera ainsi plus disperse´e en
raison de la pre´sence du seuil.
Figure 3 – Evolution d’une population de bulles au cours du temps pour un seuil β = 0.01
5.2 Importance de la valeur du seuil
La population ne suit pas exactement la meˆme e´volution selon la valeur du seuil. Lorsque celui-ci est
tre`s petit (β < 0.005), il n’a aucun effet et la population reste en un seul pic. Passe´ une certaine valeur,
le seuil pie`ge certaines bulles : l’e´quation (13) nous indique que plus le seuil est grand, plus la gamme de
bulles qui vont eˆtre fige´es (ces bulles sont celles contenues dans le pic de gauche sur la distribution) est
importante. Ainsi, pour de fortes valeurs du seuil, une quantite´ plus importante de gaz sera mort. On
constate sur la figure 4 que, pour un seuil important (β = 1), il n’y a que tre`s peu de bulles qui peuvent
se refermer, meˆme pour des temps longs (les bulles pie´ge´es initialement le restent quasiment toutes
au cours du temps). Par conse´quent, la population sera d’autant plus disperse´e que le seuil sera grand.
L’e´quation (13) nous indique que la gamme de rayons pour lesquels ρ˙ = 0 se de´place suite a` l’e´volution
(diminution) de la sursaturation. Les bulles pie´ge´es ne seront donc pas les meˆmes tout au long de
l’e´volution de la population. Pour un seuil important, le plateau ρ˙ = 0 est tre`s large et son e´volution
est petite, elle n’aura donc que tre`s peu d’impact ; on conside`re donc que les bulles pie´ge´es sont les
meˆmes sur toute l’histoire de la population (on constate sur la figure 4 que le pic de gauche contenant
toutes les bulles ayant une vitesse de croissance nulle n’e´volue quasiment pas au cours du temps).
En revanche, pour un seuil beaucoup plus petit, la gamme de bulles pie´ge´es est restreinte, une large
gamme de petites bulles va pouvoir se refermer, comme nous le montre la figure 3. Au cours de la
diminution de la sursaturation, cette gamme de bulles va se de´placer vers des bulles le´ge`rement plus
grosses. Ainsi on va permettre a` plus de bulles de se refermer et le seuil va pie´ger des bulles un peu
plus grandes que celles qu’il pie´geait auparavant. Cependant, ces bulles ont entame´ leur croissance
et ont cruˆ plus vite que le plateau ne s’est de´place´, ainsi il y a tre`s peu de bulles dans la nouvelle
gamme de ρ˙ = 0. De moins en moins de bulles vont eˆtre pie´ge´es au fur et a` mesure de l’e´volution de
la population. L’effet du seuil va s’estomper progressivement, comme on le remarque sur la courbe a`
temps=10000 de la figure 3. On voit ainsi que la pre´sence d’un seuil n’a d’impact sur la population a`
long terme que si sa valeur est importante.
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Figure 4 – Evolution d’une population de bulles au cours du temps pour un seuil β = 1
5.3 Validation expe´rimentale
Une manipulation mode`le sera mise en place pour valider les re´sultats de notre mode`le. L’ide´e est de
ge´ne´rer une population de bulles puis de suivre son e´volution par imagerie. Pour cela, la population de
bulles sera observe´e dans un fluide transparent avec les proprie´te´s voulues (viscosite´, seuil, coefficient
de diffusion) par une came´ra rapide. Pour simuler au mieux le terme source en gaz, une de´pressurisation
progressive et controˆle´e du fluide sera effectue´e. Ainsi la solubilite´ du gaz dans le fluide va de´croˆıtre
re´gulie`rement et un terme source constant en gaz sera ainsi apporte´ aux bulles.
6 Conclusions
L’influence d’un seuil d’e´coulement sur l’e´volution d’une population de bulles dans un fluide a e´te´
e´tudie´e. L’e´quation de continuite´ a e´te´ re´solue en supposant la croissance des bulles purement diffusive.
La pre´sence d’un seuil modifie l’e´volution de la population au cours du temps. Celle-ci est scinde´e en
deux : une partie suit la meˆme e´volution que dans le cas d’un fluide sans seuil tandis que l’autre est
fige´e : les bulles ne peuvent ni croˆıtre ni de´croˆıtre. Cette deuxie`me partie est d’autant plus grande que
la valeur du seuil est e´leve´e.
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